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ABSTRAK 
 
Tugas Akhir ini membahas tentang penyelesaian eksplisit sistem persamaan diferensial aljabar 
nonlinear 0),,( ' =yyxf , dengan menggunakan metode pertubasi homotopi berdasarkan masalah  
nilai awal  y1(0)=c1 dan yn(0)=cn. Metode pertubasi homotopi banyak digunakan untuk  persamaan 
diferensial nonlinear. Berdasarkan perhitungan menunjukan bahwa hasil yang diperoleh lebih 
efektif dan akurat. Untuk menghampiri penyelesaian eksak dengan memperbanyak jumlah suku-
suku L),(),(),( 2,11,10,1 xvxvxv , L),(),(),( 2,21,20,2 xvxvxv  dan  
L),(),(),(
,1,0, xvxvxv mnnn . 
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ABSTRACT 
 
This thesis discusses the exact solution for systems of nonlinear differential algebraic equation 
f(x,y,y’)=0, by using the homotopy perturbation method based on the initial value problem 
y1(0)=c1 and yn(0)=cn. The homotopy perturbation method is used widely to solve for the systems 
of nonlinear  differential equation. Based on calculation show that the results obtained hompert  is 
more effective and accurate. For approximate the exact solution  with  seen the large number of 
terms L),(),(),( 2,11,10,1 xvxvxv , L),(),(),( 2,21,20,2 xvxvxv  and 
L),(),(),(
,1,0, xvxvxv mnnn . 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
1.1     Latar Belakang 
Metode pertubasi homotopi dikenal pada tahun 1998 dan pertama kali 
dikemukakan oleh J. He, bahwa metode ini adalah metode yang banyak digunakan 
untuk menyelesaikan persamaan-persamaan linier dan nonlinier. Salah satu 
aplikasi metode ini adalah masalah nonlinier, karena metode pertubasi homotopi 
ini mempunyai ciri-ciri utama untuk mengecilkan atau  menyelesaikan suatu 
masalah yang sulit ke suatu masalah yang mudah untuk diselesaikan. Hasil yang 
diperoleh dari metode pertubasi homotopi dalam penyelesaian persamaan 
diferensial nonlinier adalah efektif dan akurat.  
Persamaan diferensial banyak muncul dibidang ilmu pengetahuan dan 
teknologi, persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi persamaan linier dan 
persamaan nonlinier. Persamaan nonlinier terdiri dari berbagai macam persamaan 
diantaranya persamaan parabolik nonlinier, hiperbolik nonlinier, diferensial 
aljabar nonlinier, algoritma nonlinier, eliptik nonlinier dan lain sebagainya. Setiap 
persamaan nonlinier tersebut memiliki penyelesaian yang berbeda-beda. 
Penyelesaian persamaan diferensial orde satu linear pada umumnya dapat 
diselesaikan secara analitik sehingga menghasilkan penyelesaian eksak. Berbeda 
dengan persamaan diferensial orde satu linear, persamaan orde satu nonlinier 
sangat sulit untuk diselesaikan, meskipun sebagian kecil persamaan diferensial 
nonlinier dapat diselesaikan dengan metode variabel terpisah. Berbagai metode 
telah diusulkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier salah 
satunya adalah metode pertubasi homotopi. 
Salah satu persamaan nonlinear yang sulit diselesaikan secara analisis 
adalah persamaan diferensial aljabar nonlinear, dengan bentuk 0),,( ' =yyxf , 
persamaan aljabar ini juga disebut sistem persamaan diferensial. Sistem 
persamaan diferensial memiliki lebih dari satu persamaan.  
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Hal inilah yang membuat penulis tertarik untuk menggunakan metode 
pertubasi homotopi untuk mencari penyelesaian persamaan diferensial aljabar 
nonlinier dengan judul ”Penyelesaian Persamaan Diferensial Aljabar 
Nonlinier Dengan Menggunakan Metode Pertubasi Homotopi”. 
 
1.2 Perumusan Masalah 
Bagaimana menentukan penyelesaian persamaan diferensial aljabar 
nonlinier ,0),,( ' =yyxf  berdasarkan nilai awal nonliniernya 11 )0( cy = , 
22 )0( cy =  dan nn cy =)0( , dengan menggunakan metode pertubasi homotopi. 
 
1.3 Batasan Masalah  
Pada skripsi ini penulis hanya  membatasi pada persamaan diferensial 
aljabar nonlinier dengan persamaan umumnya ,0),,( ' =yyxf  dengan variabel 
bebas x . 
 
1.4 Tujuan 
Tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan penyelesaian persamaan 
diferensial aljabar nonlinier dengan persamaan umumnya ,0),,( ' =yyxf  
berdasarkan nilai awal nonliniernya 11 )0( cy = , 22 )0( cy =  dan nn cy =)0( , 
dengan menggunakan metode pertubasi homotopi. 
 
1.5 Manfaat 
Manfaat dari penelitian ini adalah : 
1. Dapat menyelesaikan persamaan diferensial aljabar nonlinier   
,0),,( ' =yyxf  dengan nilai awal nonliniernya 11 )0( cy = , 22 )0( cy =  dan 
nn cy =)0( . 
2. Dapat menyelesaikan persamaan diferensial aljabar nonlinier yang 
dihasilkan oleh metode pertubasi homotopi cukup efektif dan akurat dan 
dapat memperkecil error. 
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1.6 Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan tugas akhir ini mencakup 5 bab yaitu: 
Bab I   Pendahuluan 
Bab ini berisi latar belakang, batasan masalah, perumusan masalah, 
tujuan, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 
Bab II   Landasan Teori 
Bab ini berisikan teori-teori pendukung apa saja untuk penelitian ini,  
seperti persamaan diferensial, klasifikasi persamaan diferensial, 
persamaan diferensial aljabar, homotopi, pertubasi, metode pertubasi 
homotopi dan metode pertubasi homotopi untuk sistem.  
Bab III  Metodologi 
Bab ini memaparkan tentang apa yang akan di jelaskan dan dijabarkan  
langkah-langkah yang digunakan untuk mencapai tujuan skripsi ini. 
Bab IV  Pembahasan 
Bab ini menyajikan atau menganalisa tentang metode pertubasi homotopi 
yang digunakan untuk menentukan penyelesaian persamaan diferensial 
aljabar nonlinear dengan persamaan umumnya ,0),,( ' =yyxf  dengan 
nilai awalnya 11 )0( cy = , 22 )0( cy =   dan nn cy =)0( .  
Bab V   Penutup 
   Bab ini berisikan kesimpulan dan saran. 
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BAB II 
LANDASAN TEORI 
 
2.1    Persamaan Differensial. 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang mengandung suatu fungsi 
yang tidak diketahui dan satu atau lebih turunannya, atau persamaan yang 
melibatkan beberapa turunan, baik turunan biasa maupun turunan parsial. 
Defenisi 2.1 Suatu persamaan yang melibatkan turunan dari satu atau lebih 
variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas disebut persamaan 
diferensial. Selanjutnya jika turunan suatu fungsi hanya bergantung pada satu 
variabel terikat, maka disebut persamaan diferensial biasa dan jika bergantung 
lebih dari satu variabel bebas disebut persamaan diferensial parsial. 
Teori persamaan diferensial cukup banyak dikembangkan dan digunakan 
untuk studi, secara signifikan terbagi dalam dua jenis persamaan yaitu:  
a. Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial di mana fungsi 
yang tidak diketahui (juga dikenal sebagai variabel dependen) adalah 
fungsi dari satu variabel independen. Bentuk yang paling sederhana dari 
fungsi yang tidak diketahui adalah nyata atau fungsi bernilai kompleks, 
bernilai vektor atau matriks, ini sesuai dengan mempertimbangkan sistem 
persamaan diferensial biasa untuk satu fungsi. Persamaan diferensial biasa 
diklasifikasikan lebih lanjut sesuai dengan turunan tertinggi terhadap 
variabel dependen yang muncul dalam persamaan.   
b. Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial di mana fungsi 
yang tidak diketahui adalah fungsi dari beberapa variabel independen dan 
persamaan yang melibatkan turunan parsial. Salah satu contoh persamaan 
parsial adalah elips, hiperbola dan persamaan parabola. 
  
 Persamaan diferensial juga muncul bentuk linear dan nonlinear. Secara 
umum persamaan diferensial orde n  linear adalah 
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fungsi-fungsi )(,),(),( 10 xaxaxa x⋅⋅⋅  disebut koefisien dari persamaan diferensial,  
)(xφ  disebut  bentuk nonhomogen ketika koefisien-koefisien tersebut dikatakan 
konstanta, jika 0)( =xφ  persamaan disebut homogen dan jika 0)( ≠xφ  
persamaan disebut nonhomogen. 
 Perhatikan kembali persamaan umum diferensial orde-n 
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dengan f  adalah fungsi dari variabel bebas x , dengan variabel tak bebas y  dan 
turunan y  sampai orde n , penyelesaian dari persamaan diferensial untuk 
n
n
dx
yd
  
yang ditulis dalam bentuk 
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

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2.2  Klasifikasi Persamaan Diferensial 
 Persamaan diferensial ini memiliki beberapa kelompok: 
a.  Berdasarkan orde 
  Orde persamaan diferensial adalah orde turunan tertinggi yang ada dalam 
persamaan diferensial tersebut. 
Contoh : 
i.  x
dx
dy
+= 4  disebut orde satu karena orde turunan tertingginya bernilai satu 
ii.  023
3
=−+ y
dx
dy
dx
yd
 disebut orde tiga karena orde turunan tertingginya 
bernilai tiga. 
b. Berdasarkan derajat 
  Jumlah derajat ditentukan dengan cara melihat fungsi diferensial yang 
memiliki pangkat tertinggi pada persamaan tersebut. 
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Contoh : 
i. 0352
2
=++ y
dx
dy
dx
yd
,  memiliki derajat satu 
ii. x
dx
dy
dx
yd
dx
yd
sin2
2
3
3
4
4
=+





+ ,  memiliki derajat dua 
 
c. Berdasarkan linear dan nonlinear 
  Persamaan diferensial dapat dilihat bentuk linear dan nonlinear  secara 
langsung, yaitu dengan melihat koefisien pada fungsi turunan, jika koefisiennya 
konstanta atau suatu fungsi lain maka disebut persamaan linear, sedangkan jika 
koefisiennya suatu fungsi integral dari fungsi diferensial yang ada persamaan 
maka disebut persamaan nonlinear. 
Contoh :  
I. Linear 
i. 2+= xy
dx
dy
 
ii. x
dx
dy
xx
dx
dy
cos4)1( =−−  
II. Nonlinear 
i. 02
2
=−+




 y
dx
dy
x
dx
dy
 
ii. 
y
x
dx
dy
−= .  
 
2.3   Persamaan Diferensial Aljabar 
Persamaan diferensial-aljabar dapat ditemukan dalam berbagai ilmiah dan 
aplikasi teknik, termasuk analisis rangkaian, sistem tenaga dan proses simulasi 
kimia.  Banyak model-model matematika penting yang dapat dinyatakan dalam 
persamaan diferensial-aljabar. Persamaan diferensial aljabar disebut juga bentuk 
umum dari sistem persamaan diferensial, sistem persamaan merupakan persamaan 
yang terdiri dari banyak  persamaan.   
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 Persamaan diferensial aljabar disebut juga persamaan yang fungsi dan 
turunannya tidak diketahui. Bentuk umum dari persamaan diferensial aljabar 
dapat ditulis: 
 0),,( ' =yyxf               (2.4) 
dengan nilai awal  
 11 )0( cy = ,  22 )0( cy =  dan nn cy =)0(   
dengan  y  adalah sebuah sebuah variabel dependent ),,,( 21 nyyyy L= . Solusi 
)(xy  penyederhanaannya selalu diasumsikan bahwa x  adalah variabel tidak 
terikat atau variabel bebas. Solusi persamaan diferensial aljabar tergantung pada 
persoalannya, salah satu penyelesaian khusus dari persamaan diferensial aljabar 
adalah   
 ),,(' zyxfy =               
 ),,(0 zyxg=             (2.5) 
           
Contoh 2.1 
Sebuah contoh sederhana persamaan diferensial aljabar muncul dari  
model gerakan pendulum dalam koordinat cartesian. 
 
         
           θ          1x   
               1 
 
    2x     
              θ   
 
      mg 
Gambar 2.1 Model gerakan pendulum 
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 Misalkan panjangnya 1 dan koordinat bola kecil massanya 1 di ujung 
batang dapat ),( 21 xx . Diberikan persamaan Newton sebagai berikut: 
 1
"
1 xx λ−=  
 gxx −−= 2
"
2 λ            (2.6) 
dengan g adalah gaya gravitasi dan λ  adalah pengali Lagrange. ixλ  adalah gaya 
yang menghubungkan, dengan solusi batasan 12221 =+ xx  yang menyatakan 
bahwa  batang mempunyai panjang 1. Selanjutnya diselesaikan dua persamaan 
orde dua menjadi empat persamaan diferensial orde satu, sehingga: 
        3
'
1 xx =   
          4
'
2 xx =  
         1
'
3 xx λ−=  
        gxx −−= 2
'
4 λ  
122
2
1 =+ xx             (2.7) 
 
 Sistem persamaan diferensial aljabar dalam kehidupan nyata juga terdapat 
sistem multibody mekanis, sebuah sirkuit listrik dan masalah pengendalian.  
 
Contoh 2.2 
 Misalkan diberikan fungsi )(tq ,  anggap masalah untuk )(tx . 
a. )()( tqtx =  
adalah indek-1 persamaan diferensial aljabar, karena membutuhkan satu turunan  
untuk menghasilkan  persamaan diferensial )('' tqx = . 
b. )(1 tqx =  
 
'
12 xx =  
dari persamaan pertama, untuk mendapatkan )(''12 tqxx ==  dan kemudian untuk 
mendapatkan )(''''1'2 tqxx ==  ini disebut indek-2 karena membutuhkan dua 
turunan.   
 Persamaan (2.1) ditulis sebagai sistem persamaan diferensial berikut: 
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),,,,( 211'1 nyyyxfy L=            
),,,,( 212'2 nyyyxfy L=           
M  
),,,,( 21' nnn yyyxfy L=           (2.8) 
dimana setiap persamaan merupakan turunan pertama dari salah satu fungsi yang 
tidak diketahui sebagai pemetaan yang bergantung pada variabel bebas x  dan n 
adalah fungsi yang tidak diketahui nfff ,,, 21 L .   
 Persamaan diferensial aljabar nonlinear adalah suatu persamaan yang 
mengandung variabel tak bebas atau turunannya dalam bentuk nonlinear, atau 
terdapat perkalian antara variabel tak bebas dan turunannya. Secara umum, 
persamaan diferensial nonlinear sangat sulit untuk mencari solusinya dan tidak 
dapat diselesaikan dengan metode terpisah maka salah satu metode yang dapat 
digunakan yaitu metode pertubasi homotopi. 
 
2.4   Homotopi 
Homotopi berasal dari bahasa Yunani yaitu  homos:  serupa dan topos: 
tempat dan homotopi merupakan bagian terpenting dari topologi diferensial. 
Diberikan  I dengan  [0,1], jika  f  dan g  fungsi kontinu dari X  terhadap Y  dan  f  
merupakan  homotopi ke g . Jika fungsi kontinu berada pada YIXH →×:  dan 
H  adalah homotopi dari  f  ke g.   
 Sebagai contoh, gunakan teknik homotopi untuk membangun  sebuah 
homotopi sebagai berikut: 
0)()()1(),( =+−= xpgxfppxH ,  ]1,0[∈p       (2.9) 
dengan p adalah parameter penempel pada metode homotopi, ketika 0=p  
persamaan (2.9) menjadi )()0,( xfxH =  dan 1=p  persamaan (2.9) menjadi 
)()1,( xgxH =  menjadi )(xf . Teknik ini lah yang digunakan untuk membangun 
metode pertubasi, keterkaitan ini bahwa 10 ≤≤ p , sehingga parameter penempel 
dianggap sebagai parameter kecil. 
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2.5 Pertubasi 
Metode Pertubasi pertama kali diterapkan oleh J. Euler tahun (1707-1783) 
dan J. L. Lagrange tahun (1736-1814). Metode pertubasi memiliki terapan yang 
luas untuk menyelesaikan masalah nonlinier contohnya dalam mekanis, fisika dan 
ilmu sains lainnya. 
Metode pertubasi ini juga dapat digunakan untuk menonlinearkan suatu 
persamaan dari persamaan linear menjadi persamaan nonlinear. Linearisasi dapat 
digunakan untuk menyelesaikan hampiran persamaan diferensial dengan 
mengekspansi kedalam bentuk deret pangkat dari paremeter kecil yang dapat 
diperluas terhadap suatu fungsi. 
Secara garis besar analisis pertubasi memiliki beberapa tipe, yaitu 
i. Parameter kecil. Merupakan salah satu langkah penting yang diambil 
untuk mengetahui suatu masalah, jika parameter dikatakan p dan 
kemudian p dapat disebut sebagai parameter pertubasi.   
ii. Solusi deret tertinggi yang merupakan perluasan dari parameter kecil p , 
contoh deret  pertubasi 
L+++= )()()( 2210 xvpxpvxvv        (2.10) 
dengan nv  adalah orde sampai n . 
iii. Subtitusikan persamaan (2.10) ke dalam suatu persaman dan kemudian 
kumpulkan atau disusun berdasarkan orde pertubasi p yang sama pada 
persamaan dan peroleh persamaan pertubasi pada masing-masing orde. 
iv. Mengawali dari orde yang rendah dan selesaikan masalah pada masing-
masing orde berturut-turut .  
v. Mengubah hasil nv , dengan  n = 0, 1, 2, ... ,  ke dalam persamaan (2.10) 
untuk menghasilkan solusi akhir, yaitu hasil yang akurat sampai beberapa 
order. 
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Contoh 2.3 
Persamaan pertubasi pada persamaan diferensial nonlinear di bawah ini: 
 12 =+ py
dx
dy
        
atau  
012' =−+ pyy          (2.11) 
dengan nilai awal 0)0( =y  dan deret pertubasi  
 L++++= 3
3
2
2
10 ypyppyyy        (2.12) 
 
Penyelesaian 
 Dengan substitusikan persamaan (2.12) kedalam persamaan (2.11), 
sehingga diperoleh:  
 01)()( 2332210'33'22'1'0 =−+++++++++ LL ypyppyypypyppyy  
selanjutnya disusun berdasarkan orde pertubasi p, yang ditulis   
0)2()2()()1( 2120310'2220'1'0 =+++++++− Lyyypyyypyypy  
selanjutnya setelah mengumpulkan orde yang sama dari pertubasi  p, maka  
untuk orde 0 , 0=== npp L , maka 
 xy =0            (2.13)   
untuk orde 1, 0≠p , 02 === npp L , maka 
 020
'
1 =+ yy           (2.14) 
penyelesaian dari persamaan (2.14) diperoleh: 
 
3
1 3
1
xy −=           (2.15) 
untuk orde 2, 02 ≠p , 03 === npp L , maka 
 02 10
'
2 =+ yyy          (2.16) 
penyelesaian dari persamaan (2.16) diperoleh: 
5
2 15
2
xy =           (2.17) 
M  
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penyelesaian dari persamaan (2.11) diperoleh: 
L++−= 53
15
2
3
1
xxxy  
 
2.6  Metode Pertubasi Homotopi 
Metode pertubasi homotopi adalah salah satu metode yang digunakan 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier dan metode homotopi 
pertubasi ini mempunyai tujuan utama untuk mengecilkan atau menyelesaikan 
suatu masalah yang sulit ke suatu masalah yang mudah untuk diselesaikan. Hasil 
perhitungannya cukup efektif dan akurat. 
Diberikan persamaan diferensial nonliner: 
 0)()( =− xyA φ                                                                             (2.18) 
dengan kondisi batas: 
 0, =





∂
∂
n
yyB                                                                              
yang mana A  adalah operator diferensial umum, B  adalah operator terbatas, ( )xφ  
adalah analisis fungsi yang diketahui.  
 A  terdiri dari dua bagian yaitu NL dan  , dimana L  adalah linier dan N  
adalah nonlinier, sehingga )()()( yNyLyA += . Maka dari persamaan (2.18) 
dapat ditulis kembali sebagai berikut: 
 0)()()( =−+ xyNyL φ                                                                         (2.19) 
jika diasumsikan L  adalah operator diferensial 
dx
d
 dengan invers operator 1−xL  
ada, dan merupakan intergral sebanyak orde yang ada pada L  terhadap x  dari 0  
sampai x , sehingga:  
 
( ) ( )∫ ⋅=⋅−
x
x dxL
0
1
                                                                              
Menurut metode pertubasi homotopi, mengubah atau membangun sebuah 
homotopi untuk persamaan (2.14) dengan memenuhi hubungan berikut:   
 [ ] [ ] 0)()()()()1(),( 0 =−+−−= xvApyLvLppvH φ ,                          (2.20) 
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atau 
 [ ] 0)()()()()(),( 00 =−++−= xvNpypLyLvLpvH φ                        (2.21) 
dengan ]1,0[∈p  merupakan  parameter penempel yang dapat digunakan sebagai 
”parameter kecil” dan 0y  adalah nilai awal yang diberikan. Persamaan (2.21)  jika 
parameter homotopi 0=p  dan jika  1=p , maka dapat ditulis: 
( ) 0)()(0, 0 =−= yLvLvH                                                                    (2.22)    
( ) 0)()()(1, =−+= xvNvLvH φ                                                            (2.23)      
persamaan (2.22) dan persamaan (2.23) disebut homotopi.  
 Metode pertubasi homotopi dari persamaan (2.21) diselesaikan dengan 
deret pertubasi  p ditulis sebagai berikut: 
L+++= )()()( 2210 xvpxpvxvv                                                         (2.24) 
solusi dari persamaan (2.16) adalah: 
 L+++==
→
2101
lim vvvvy
p
                                                                 (2.25) 
 
2.7 Metode Homotopi Pertubasi Untuk Sistem 
Persamaan (2.19) dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan berikut:  
( ) 0)(,,,)( 12111 =−+ xyyyNyL n φL          
( ) 0)(,,,)( 22122 =−+ xyyyNyL n φL        
M  
 ( ) 0)(,,,)( 21 =−+ xyyyNyL nnnn φL       (2.26)                                                
Menurut metode pertubasi homotopi, mengubah atau membangun sebuah 
homotopi untuk persamaan (2.26) dengan memenuhi hubungan berikut:   
[ ] 0)(),,()()()(),( 12111111 =−++−= xvvvNpypLyLvLpvH n φL       
          [ ] 0)(),,()()()(),( 22122222 =−++−= xvvvNpypLyLvLpvH n φL  
M 
           [ ] 0)(),,()()()(),( 21 =−++−= xvvvNpypLyLvLpvH nnnnnnn φL   (2.27) 
dengan ]1,0[∈p  merupakan  parameter penempel yang dapat digunakan sebagai 
”parameter kecil”, sedangkan nvvv ,,, 21 L  adalah nilai awal yang diberikan. 
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 Solusi dari persamaan (2.27) diselesaikan dengan deret pertubasi  p dan 
dengan nilai awal berikut: 
 110,1 )0()( cyxy ==     
 220,2 )0()( cyxy ==     
  M  
 nnn cyxy == )0()(0,    (2.28) 
dan deret  pertubasi  p 
 L+++= )()()( 2,121,10,11 xvpxpvxvv        
 L+++= )()()( 2,221,20,22 xvpxpvxvv        
  M  
L+++= )()()( 2,21,0, xvpxpvxvv nnnn                                                 (2.29) 
Substitusikan persamaan (2.28) – (2.29) ke persamaan (2.27), sehingga dapat 
ditulis: 
)()())()((),( 0,10,12,121,10,11 ypLyLxvpxpvvLpvH +−+++= L   
     ([ ),)()()(( 2,121,10,11 L++++ xvpxpvxvNp    
    ,),)()()(( 2,221,20,2 LL+++ xvpxpvxv   
    
) ] 0)())()()(( 12,21,0, =−+++ xxvpxpvxv nnn φL      
)()())()((),( 0,20,22,221,20,22 ypLyLxvpxpvvLpvH +−+++= L   
     ([ ),)()()(( 2,121,10,12 L++++ xvpxpvxvNp    
    ,),)()()(( 2,221,20,2 LL+++ xvpxpvxv   
        
) ] 0)())()()(( 22,21,0, =−+++ xxvpxpvxv nnn φL     
    M   
 )()())()((),( 0,0,2,21,0, nnnnnn ypLyLxvpxpvvLpvH +−+++= L   
 ([ ),)()()(( 2,121,10,1 L++++ xvpxpvxvNp n    
    ,),)()()(( 2,221,20,2 LL+++ xvpxpvxv   
       
) ] 0)())()()(( 2,21,0, =−+++ xxvpxpvxv nnnn φL     (2.30) 
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Sistem persamaan (2.30) disusun berdasarkan orde pertubasi p,  yang ditulis: 
 
( ) ( )( )10,0,20,110,11,110,10,1 ,,,)()()()( φ−+++− nvvvNyLvLpyLvL L  
 
( )( ) ++++ LL 1,1,21,112,12 ,,,)( nvvvNvLp   
 
( )( ) 0,,,)(
,,2,,11,1 =+ mnmmm
n vvvNvLp L        
 
( ) ( )( )20,0,20,120,21,210,20,2 ,,,)()()()( φ−+++− nvvvNyLvLpyLvL L  
 
( )( ) ++++ LL 1,1,21,122,22 ,,,)( nvvvNvLp   
 
( )( ) 0,,,)(
,,2,,11,2 =+ mnmmm
n vvvNvLp L        
   M  
( ) ( )( )20,0,20,10,1,10,0, ,,,)()()()( φ−+++− nnnnnn vvvNyLvLpyLvL L  
 
( )( ) ++++ LL 1,1,21,12,2 ,,,)( nnn vvvNvLp   
 
( )( ) 0,,,)(
,,2,,1, =+ mnmmnmn
n vvvNvLp L         (2.31) 
Selanjutnya setelah menyusun orde pertubasi p yang sama dari setiap persamaan, 
kemudian  menentukan suku-suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv nL  
)(,),(),(
,21,20,2 xvxvxv mL dan )(,),(),( ,1,0, xvxvxv mnnn L  ditulis: 
Orde 0, 021 ==== nppp L  
→0p  0)()( 0,10,1 =− yLvL                     
 0)()( 0,20,2 =− yLvL          
    M          
 0)()( 0,0, =− nn yLvL          (2.32) 
Orde 1, 0≠p  dan 032 ==== nppp L  
→1p  0),,,()()( 10,0,20,110,11,1 =−++ φnvvvNyLvL L  
 0),,,()()( 20,0,20,120,21,2 =−++ φnvvvNyLvL L  
   M    
 0),,,()()( 0,0,20,10,1, =−++ nnnnn vvvNyLvL φL        (2.33) 
Orde 2, 02 ≠p  dan 043 ==== nppp L  
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→2p  0),,,()( 1,1,21,112,1 =+ nvvvNvL L  
 0),,,()( 1,1,21,122,2 =+ nvvvNvL L   
   M  
 0),,,()( 1,1,21,12, =+ nnn vvvNvL L        (2.34) 
   M  
Orde n, 0≠np  dan 012 ==== +nppp L  
→np  0),,,()(
,,2,11,1 =+ mnmmm vvvNvL L    
 0),,,()(
,,2,12,2 =+ mnmmm vvvNvL L      
   M  
 0),,,()(
,,2,1, =+ mnmmnmn vvvNvL L        (2.35) 
dengan diterapkan invers operator ke dalam persamaan (2.32) – (2.35) sehingga 
Orde 0, 021 ==== nppp L   
→0p  )0(10,1 yv =  
 )0(20,2 yv =  
        M  
 )0(0, nn yv =           (2.36) 
Orde 1, 0≠p  dan 032 ==== nppp L  
→1p  10,0,20,11
1
0,1
1
1,1 ),,,,( φ+−−= −− nxx vvvxNLyLv L
 20,0,20,12
1
0,2
1
1,2 ),,,,( φ+−−= −− nxx vvvxNLyLv L  
       M  
 nnnxnxn vvvxNLyLv φ+−−= −− ),,,( 0,0,20,110,11, L      (2.37) 
Orde 2, 02 ≠p  dan 043 ==== nppp L  
→2p  ),,,,( 1,1,21,1112,1 nx vvvxNLv L−−=  
  ),,,,( 1,1,21,1212,2 nx vvvxNLv L−−=  
     M  
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  ),,,,( 1,1,21,112, nnxn vvvxNLv L−−=        (2.38) 
        M  
Orde n, 0≠np  dan 012 ==== +nppp L  
→np  ),,,,(
,,2,11
1
,1 mnmmxm vvvxNLv L
−
−=  
  ),,,,(
,,2,12
1
,2 mnmmxm vvvxNLv L
−
−=  
        M  
 ),,,,(
,,2,1
1
, mnmmnxmn vvvxNLv L
−
−=        (2.39) 
 
 Selanjutnya setelah nilai suku-suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL  
)(,),(),(
,21,20,2 xvxvxv mL  dan )(,),(),( ,1,0, xvxvxv mnnn L  diketahui, maka 
penyelesaian dapat diperoleh dengan menggunakan hampiran sebagai berikut: 
 ∑
−
=
→
==
1
0
,1111
)()(lim)(
n
m
mp
xvxvxy  
 ∑
−
=
→
==
1
0
,2212
)()(lim)(
n
m
mp
xvxvxy  
  M  
 ∑
−
=
→
==
1
0
,1
)()(lim)(
n
m
mnnpn
xvxvxy  
   
  
BAB III 
METODOLOGI 
 
Metode yang digunakan penulis pada skripsi ini adalah metode studi 
literature dengan langkah-langkah sebagai berikut: 
1. Menentukan persamaan diferensial aljabar nonlinier dengan persamaan 
umumnya 0),,( ' =yyxf . 
2. Mengubah persamaan 0),,( ' =yyxf  kedalam bentuk persamaan 
homotopi. 
3. Mensubtitusikan deret pertubasi kedalam persamaan homotopi dan 
menentukan orde pertubasi. 
4. Setelah menentukan orde pertubasi p, kemudian mengubah kedalam  
bentuk invers operator dan mencari suku-suku: 
)(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL  
)(,),(),(
,21,20,2 xvxvxv mL  
M  
)(,),(),(
,1,0, xvxvxv mnnn L  
5. Menjumlahkan suku-suku dari solusi persamaan diferensial aljabar 
yaitu: 
 )()()()(
,11,10,11 xvxvxvxy m+++= L  
)()()()(
,21,20,22 xvxvxvxy m+++= L  
    M  
)()()()(
,1,0, xvxvxvxy mnnnn +++= L  
6. Menggunakan program Maple 7 untuk membuat suku-suku dan grafik.    
 
 
 
 IV-1 
 
 
 
BAB IV 
PEMBAHASAN 
 
4.1  Penyelesaian dengan Metode Pertubasi Homotopi  
Diberikan persamaan diferensial aljabar nonlinear berikut: 
 0),,( ' =yyxf            (4.1) 
atau 
 )(yf
dx
dy
=             (4.2) 
dengan nilai awal 
 11 )0( cy = , 22 )0( cy =  dan nn cy =)0( .        (4.3) 
Persaman (4.2) dapat ditulis sebagai sistem persamaan diferensial berikut: 
),,,,( 211'1 nyyyxfy L=           
),,,,( 212'2 nyyyxfy L=   
M  
),,,,( 21' nnn yyyxfy L=           (4.4) 
Sistem persamaan (4.4) dapat diubah dalam bentuk homotopi berikut: 
 ( ) 0),,,,()0(),( 211'1'11 =−+−= nvvvxfpyvpvH L       
 ( ) 0),,,,()0(),( 212'2'22 =−+−= nvvvxfpyvpvH L       
  M  
 ( ) 0),,,,()0(),( 21'' =−+−= nnnnn vvvxfpyvpvH L        (4.5) 
Sehingga persamaan (2.23) dapat ditulis kembali sebagai berikut:  
 L+++= )()()( 2,121,10,11 xvpxpvxvv       
 L+++= )()()( 2,221,20,22 xvpxpvxvv        
  M  
L+++= )()()( 2,21,0, xvpxpvxvv nnnn                                                   (4.6) 
Substitusikan persamaan (4.6) ke persamaan (45), sehingga dapat ditulis sebagai 
berikut: 
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))0(())()((),( '1' 2,12' 1,1' 0,11 yxvpxpvvpvH −+++= L     
        ([ ),)()()((, 2,121,10,11 L+++−+ xvpxpvxvxfp    
    ,),)()()(( 2,221,20,2 LL+++ xvpxpvxv   
    
)] 0))()()(( 2,21,0, =+++ Lxvpxpvxv nnn         
))0(())()((),( '2' 2,22' 1,2' 0,22 yxvpxpvvpvH −+++= L    
     ([ ),)()()((, 2,121,10,12 L+++−+ xvpxpvxvxfp    
    ,),)()()(( 2,221,20,2 LL+++ xvpxpvxv   
        
)] 0))()()(( 2,21,0, =+++ Lxvpxpvxv nnn         
    M   
))0(())()((),( '' 2,2' 1,' 0, nnnnn yxvpxpvvpvH −+++= L         
([ ),)()()((, 2,121,10,1 L+++−+ xvpxpvxvxfp n    
    ,),)()()(( 2,221,20,2 LL+++ xvpxpvxv   
       
)] 0))()()(( 2,21,0, =+++ Lxvpxpvxv nnn        (4.7) 
Selanjutnya sistem persamaan dari (4.7) disusun berdasarkan orde pertubasi  p, 
yang dapat ditulis sebagai berikut: 
 
( ) ( )( )+−+− 0,0,20,11' 1,11'1' 0,1 ,,,,)0( nvvvxfvpyv L  
 
( )( ) ++− LL 1,1,21,11' 2,12 ,,,, nvvvxfvp   
 
( )( ) 0,,,,
,,2,,11
'
,1 =− mnmmm
n vvvxfvp L         
 
( ) ( )( )+−+− 0,0,20,12' 1,21'2' 0,2 ,,,,)0( nvvvxfvpyv L  
 
( )( ) ++− LL 1,1,21,12' 2,22 ,,,, nvvvxfvp   
 
( )( ) 0,,,,
,,2,,12
'
,2 =− mnmmm
n vvvxfvp L         
     M  
 
( ) ( )( )+−+− 0,0,20,1' 1,1'' 0, ,,,,)0( nnnnn vvvxfvpyv L  
 
( )( ) ++− LL 1,1,21,1' 2,2 ,,,, nnn vvvxfvp   
 
( )( ) 0,,,,
,,2,,1
'
,
=− mnmmnmn
n vvvxfvp L          (4.8) 
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Selanjutnya setelah mengumpulkan orde yang sama dari pertubasi p, kemudian 
menentukan suku-suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL  mvxvxv ,21,20,2 ,),(),( L  dan  
)(,),(),(
,1,0, xvxvxv mnnn L  dari persamaan (4.8) yang dapat ditulis: 
Untuk orde 0, 02 ==== nppp L  
→0p  0)0('1' 0,1 =− yv   
 0)0('2' 0,2 =− yv   
            M   
 0)0('' 0, =− nn yv             (4.9) 
Untuk orde 1, 01 ≠p  dan 032 ==== nppp L  
→1p  0),,,( 0,0,20,11' 1,1 =− nvvvxfv L   
 0),,,( 0,0,20,12' 1,2 =− nvvvxfv L  
   M  
 0),,,,( 0,0,20,1' 1, =− nnn vvvxfv L        (4.10) 
Untuk orde 2, 02 ≠p  dan 043 === nppp L  
→2p  0),,,,( 1,1,21,11' 2,1 =− nvvvxfv L   
 0),,,,( 1,1,21,12' 2,2 =− nvvvxfv L     
   M  
 0),,,,( 1,1,21,1' 2, =− nnn vvvxfv L        (4.11) 
Untuk orde n , 0≠np  dan 01 === ++ mnn pp L  
→np  0),,,,(
,,2,11
'
,1 =− mnmmm vvvxfv L      
0),,,,(
,,2,12
'
,2 =− mnmmm vvvxfv L  
   M  
 0),,,,(
,,2,1
'
,
=− mnmmnmn vvvxfv L          (4.12) 
Selanjutnya dengan diterapkan invers operator ke dalam persamaan (4.9) – (4.12) 
sehingga: 
Untuk orde 0, 032 ===== npppp L  
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→0p  )0(10,1 yv =  
 )0(20,2 yv =  
  M  
 )0(0, nn yv =           (4.13) 
Untuk orde 1, 01 ≠p  dan 032 ==== nppp L  
→1p  ),,,,( 0,0,20,1111,1 nx vvvxfLv L−=  
 ),,,,( 0,0,20,1211,2 nx vvvxfLv L−=  
   M  
 ),,,( 0,0,20,111, nnxn vvvxfLv L−=        (4.14) 
Untuk orde 2, 02 ≠p  dan 043 ==== nppp L   
→2p  ),,,,( 1,1,21,1112,1 nx vvvxfLv L−=  
 ),,,,( 1,1,21,1212,2 nx vvvxfLv L−=  
   M  
 ),,,,( 1,1,21,112, nnxn vvvxfLv L−=        (4.15) 
   M  
Untuk orde n, 0≠np  dan 01 === ++ mnn pp L  
→np  ),,,,(
,,2,11
1
,1 mnmmxm vvvxfLv L−=  
 ),,,,(
,,2,12
1
,2 mnmmxm vvvxfLv L−=  
   M  
 ),,,,(
,,2,1
1
, mnmmnxmn vvvxfLv L−=        (4.16) 
 
 Selanjutnya setelah nilai suku-suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL  
)(,),(),(
,21,20,2 xvxvxv mL  dan )(,),(),( ,1,0, xvxvxv mnnn L  dari persamaan (2.13) – 
(2.16) diketahui, maka penyelesaian dapat diperoleh dengan menggunakan 
hampiran sebagai berikut: 
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 ∑
−
=
→
==
1
0
,1111
)()(lim)(
n
m
mp
xvxvxy  
 ∑
−
=
→
==
1
0
,2212
)()(lim)(
n
m
mp
xvxvxy  
  M  
 ∑
−
=
→
==
1
0
,1
)()(lim)(
n
m
mnnpn
xvxvxy  
  
Contoh 4.1 
 Tentukan penyelesaian persamaan eksak dari persamaan diferensial 
aljabar nonlinear berikut: 
 02 22
'
1 =− yy            
    02
'
2 =− yy              
01
'
3 =− yy           (4.17)  
dengan nilai awalnya 1)0(1 =y , 1)0(2 =y , 0)0(3 =y  dan penyelesaian  eksak  
xey 21 = , 
xey =2  dan 
xxey =3 . 
 
Penyelesaian 
 Persamaan (4.17) diubah kedalam persamaan homotopi sehingga 
diperoleh:  
 ( ) 02)0(),( 2'1'11 =−+−= vpyvpvH        
 ( ) 0)0(),( 2'2'22 =−+−= vpyvpvH             
 ( ) 0)0(),( 1'3'33 =−+−= vpyvpvH        (4.18) 
Substitusikan persamaan (4.6) ke dalam persamaan (4.18) sehingga diperoleh: 
)0()(),( '1' 2,12' 1,1' 0,11 yvppvvpvH −+++= L
( ) 0)(2 22,221,20,2 =+++−+ Lvppvvp       
 )0()(),( '2' 2,22' 1,2' 0,22 yvppvvpvH −+++= L  
      
( ) 0)( 2,221,20,2 =+++−+ Lvppvvp       
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 )0()(),( '3' 2,32' 1,3' 0,33 yvppvvpvH −+++= L  
      
( ) 0)( 2,121,10,1 =+++−+ Lvppvvp      (4.19) 
Selanjutnya setelah mengumpulkan orde yang sama dari pertubasi p, kemudian 
menentukan suku-suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL  mvxvxv ,21,20,2 ,),(),( L  dan  
)(,),(),(
,1,0, xvxvxv mnnn L  dari persamaan (4.19) maka diperoleh: 
Untuk orde 0 , 02 ==== nppp L  
→0p  1)0(0,1 =v  
 1)0(0,2 =v  
 0)0(0,3 =v           (4.20) 
Untuk orde 1, 0≠p , 032 ==== nppp L  
→1p  20,2
'
1,1 )(2)( vxv =  
 0,2
'
1,2 )( vxv =  
 0,1
'
1,3 )( yxv =           (4.21) 
Penyelesaian dari persamaan (4.21) diperoleh:  
 xdxxv
x
22)(
0
1,1 == ∫  
 xdxxv
x
== ∫
0
1,2 1)(  
 xdxxv
x
== ∫
0
1,3 1)(          (4.22) 
Untuk orde 2, 02 ≠p , 043 ==== nppp L  
→2p  )2(2)( 1,20,2' 2,1 vvxv =  
 1,2
'
2,2 )( vxv =   
 1,1
'
2,3 )( vxv =           (4.23) 
Penyelesaian dari persamaan (4.23) diperoleh:     
 
2
0
2,1 2)2(2)( xdxxxv
x
== ∫         
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2
0
2,2 2
1)( xdxxxv
x
== ∫         
 
2
0
2,3 2)( xdxxxv
x
== ∫          (4.24) 
Untuk orde 3, 03 ≠p , 054 ==== nppp L  
→3p  ))(2(2)( 21,22,20,2' 3,1 vvvxv +=   
 2,2
'
3,2 )( vxv =   
 2,1
'
3,3 )( vxv =           (4.25) 
Penyelesaian dari persamaan (4.25) diperoleh:  
 
32
1,22,20,2
0
3,1 3
4))(2(2)( xdxvvvxv
x
=+= ∫    
 
3
0
2
3,2 6
1
2
1)( xdxxxv
x
== ∫         
 
3
0
2
3,3 3
22)( xdxxxv
x
== ∫         (4.26) 
Untuk orde 4, 04 ≠p , 065 ==== nppp L  
→4p  )22(2)( 2,21,23,20,2' 4,1 vvvvxv +=  
 3,2
'
4,2 )( vxv =  
 3,1
'
4,3 )( vxv =           (4.27) 
Penyelesaian dari persamaan (4.27) diperoleh:     
 
4
2,21,23,20,2
0
4,1 3
2)22(2)( xdxvvvvxv
x
=+= ∫       
 
4
0
3
4,2 24
1
6
1)( xdxxxv
x
== ∫     
 
4
0
3
4,3 3
1
3
4)( xdxxxv
x
== ∫         (4.28) 
Untuk orde 5, 05 ≠p , 076 ==== nppp L  
→5p  ))(22(2)( 22,23,21,24,20,2' 5,1 vvvvvxv ++=  
 4,2
'
5,2 )( vxv =   
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 4,1
'
5,3 )( vxv =           (4.29) 
Penyelesaian dari persamaan (4.29) diperoleh: 
 
52
2,23,21,24,20,2
0
5,1 15
4))(22(2)( xdxvvvvvxv
x
=++= ∫  
 
5
0
4
5,2 120
1
24
1)( xdxxxv
x
== ∫         
 
5
0
4
5,3 15
2
3
2)( xdxxxv
x
== ∫         (4.30) 
  M  
 
 Penyelesaian persamaan (4.21) – (4.30) diperoleh dengan cara 
menjumlahkan suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL   mvxvxv ,21,20,2 ,),(),( L  dan  
mvxvxv ,31,30,3 ,),(),( L  ditulis sebagai berikut: 
 L+++= 2,11,10,11 )( vvvxy  
  L++++++++= 765432
315
8
45
4
15
4
3
2
3
4221 xxxxxxx  
 L+++= 2,21,20,22 )( vvvxy  
  L++++++++= 765432
5040
1
720
1
120
1
24
1
6
1
2
11 xxxxxxx  
 L+++= 2,31,30,33 )( vvvxy  
  L++++++++= 8765432
315
1
315
4
45
2
15
2
3
1
3
2
xxxxxxxx  
      
 Akurasi penyelesaian persamaan (4.17) bergantung pada banyaknya suku 
yang dijumlahkan. 
Gambar 4.1 di bawah ini menunjukan bahwa akurasi penyelesaian )(1 xy  
yang diperoleh dengan menggunakan metode pertubasi homotopi untuk beberapa 
suku terhadap penyelesaian eksak persamaan diferensial aljabar nonlinear. 
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Gambar 4.1. Hampiran penyelesaian persamaan diferensial aljabar  
nonlinear  )(1 xy  dengan 1)0(1 =y  untuk beberapa jumlah 
suku. 
 
Berdasarkan Gambar  4.1 di atas, dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk 
oleh hampiran 10 suku  lebih mendekati solusi eksak dibandingkan kurva-kurva 
lainnya dengan 3,,1L=x . Hal ini menunjukan bahwa suku lebih banyak akan 
mendekati kurva penyelesaian eksak.  
Tabel 4.1 Perbandingan  error nε  dengan  
solusi eksak untuk    )(1 xy  
3=x  )(1 xy  
Eksak 403,4287935 
1ε  396,4287935 
5ε  223,6287935 
10ε  17,19450780 
15ε  0,2053848 
20ε  0,0005869 
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Bedasarkan Tabel 4.1 di atas, tabel perbandingan  error  dengan solusi 
eksak di 3=x  dapat dilihat bahwa 20ε  lebih memperkecil error dari )(1 xy . 
Semakin besar suku maka error akan semakin kecil. Sedangkan untuk 
memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi eksak 
dapat dilihat pada Gambar 4.2. 
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Gambar 4.2. Kecepatan metode pertubasi homotopi menghampiri     
persamaan diferensial aljabar nonlinear )(1 xy   dengan 
1)0(1 =y   di 3=x  untuk beberapa jumlah suku. 
 
Sedangkan untuk menunjukan bahwa akurasi penyelesaian )(2 xy  yang 
diperoleh dengan menggunakan metode pertubasi homotopi untuk beberapa suku 
terhadap penyelesaian eksak persamaan diferensial aljabar nonlinear, dapat dilihat 
pada gambar 4.3. 
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Gambar 4.3. Hampiran penyelesaian persamaan diferensial aljabar 
nonlinear  )(2 xy  dengan 1)0(2 =y  untuk beberapa jumlah 
suku. 
 
Berdasarkan Gambar  4.3 di atas, dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk 
oleh hampiran 10 suku  lebih mendekati solusi eksak dibandingkan kurva-kurva 
lainnya, dengan 3,,1L=x . Hal ini menunjukan bahwa suku lebih banyak akan 
mendekati kurva penyelesaian eksak.  
Tabel 4.2 Perbandingan  error nε  dengan  
solusi eksak untuk )(2 xy  
3=x  )(2 xy  
Eksak 20,08553692 
1ε  16,08553692 
5ε  1,68553692 
10ε  0,00587175 
15ε  0,00000250 
20ε  
8101 −×  
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Berdasarkan Tabel 4.2 di atas, tabel perbandingan  error  dengan solusi 
eksak di 3=x  dapat dilihat bahwa 20ε  lebih memperkecil error dari )(2 xy . 
Semakin besar suku maka error akan semakin kecil. Sedangkan untuk 
memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi eksak, 
dilihat pada Gambar 4.4. 
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Gambar 4.4. Kecepatan metode pertubasi homotopi menghampiri  
persamaan diferensial aljabar nonlinear  0)(2 =xy  dengan 
1)0(2 =y  di 3=x  untuk beberapa jumlah suku. 
 
Sedangkan untuk menunjukan bahwa akurasi penyelesaian )(3 xy  yang 
diperoleh dengan menggunakan metode pertubasi homotopi untuk beberapa suku 
terhadap penyelesaian eksak persamaan diferensial aljabar nonlinear, dapat dilihat 
pada Gambar 4.5. 
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Gambar 4.5. Hampiran penyelesaian persamaan diferensial aljabar 
nonlinear  )(3 xy  dengan 0)0(3 =y  untuk beberapa jumlah 
suku. 
 
Berdasarkan Gambar  4.5 di atas, dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk 
oleh hampiran 10 suku  lebih mendekati solusi eksak dibandingkan kurva-kurva 
lainnya, dengan 3,,1L=x . Hal ini menunjukan bahwa suku lebih banyak akan 
mendekati kurva penyelesaian eksak.  
Tabel 4.3 Perbandingan  error nε  dengan  
solusi eksak untuk )(3 xy  
3=x  )(3 xy  
Eksak 60,25661076 
1ε  57,25661076 
5ε  11,13161076 
10ε  0,06643220 
15ε  0,00004040 
20ε  
8101 −×  
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Bedasarkan Tabel 4.3 di atas, tabel perbandingan  error  dengan solusi 
eksak di 3=x  dapat dilihat bahwa 20ε  lebih memperkecil error dari )(3 xy . 
Semakin besar suku maka error akan semakin kecil. Sedangkan untuk 
memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi eksak, 
dilihat pada Gambar 4.6. 
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Gambar 4.6. Kecepatan metode pertubasi homotopi menghampiri  
persamaan diferensial aljabar nonlinear  )(3 xy  dengan 
0)0(3 =y  di 3=x  untuk beberapa jumlah suku. 
 
Contoh 4.2 
 Tentukan penyelesaian eksak dari persamaan diferensial aljabar linear 
berikut: 
 321
'
1 23 yyyy −+=           
 321
'
2 2 yyyy ++−=           
 321
'
3 34 yyyy −+=          (4.31) 
dengan nilai awal 6)0(1 −=y , 2)0(2 =y , 12)0(3 −=y , dan penyelesaian eksak 
xx eey +−= −71 , 
xey −= 22  dan  
xx eey +−= −133 . 
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Penyelesaian  
 Persamaan (4.31) diubah kedalam persamaan homotopi sehingga 
diperoleh:  
 ( ) 023)0(),( 321'1'11 =+−−+−= vvvpyvpvH      
 ( ) 02)0(),( 321'2'22 =−−+−= vvvpyvpvH      
 ( ) 034)0(),( 321''33 =+−−+−= vvvpyvpvH n      (4.32) 
Substitusikan persamaan (4.6) kedalam persamaan (4.32) sehingga diperoleh:  
 
( −++−+−+++= )(3)0()(),( 2,121,10,1'1' 2,12' 1,1' 0,11 vppvvpyvppvvpvH L
     
) 0)(2)( 2,321,30,32,221,20,2 =++++++ yppyyyppyy L        
 
( −+++−+++= )()0()(),( 2,121,10,1'22,221,2' 0,22 vppvvpyvppvvpvH L  
      
) 0)()(2 2,321,30,32,221,20,2 =++−+++ vppvvvppvv L    
 
( −++−+−+++= )(4)0()().( 2,121,10,1'3' 2,32' 1,3' 0,33 vppvvpyvppvvpvH L
     
) 0)(3)( 2,321,30,32,221,20,2 =++++++ vppvvvppvv L     (4.33) 
Selanjutnya setelah mengumpulkan orde yang sama dari pertubasi p, kemudian 
menentukan suku-suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL  mvxvxv ,21,20,2 ,),(),( L  dan  
)(,),(),(
,1,0, xyxyxy mnnn L  dari persamaan (4.33) maka diperoleh: 
Untuk orde 0, 02 ==== nppp L  
→0p  6)0(0,1 −=v  
 2)0(0,2 =v  
 12)0(0,3 −=v           (4.34) 
Untuk orde 1, 0≠p , 032 ==== nppp L  
→1p  0,30,20,1
'
1,1 23)( vvvxv −+=  
 0,30,20,1
'
1,2 2)( vvvxv ++−=  
 0,30,20,1
'
1,3 34)( vvvxv −+=         (4.35) 
Penyelesaian dari persamaan (4.35) diperoleh:  
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( ) xdxvvvxv x 823)(
0
0,30,20,11,1 =−+= ∫  
 
( ) xdxvvvxv x 22)(
0
0,30,20,11,2 −=++−= ∫  
 
( ) xdxvvvxv x 1434)(
0
0,30,20,11,3 =−+= ∫       (4.36) 
Untuk orde 2, 02 ≠p , 043 ==== nppp L  
→2p  1,31,21,1
'
2,1 23)( vvvxv −+=  
 1,31,21,1
'
2,2 2)( vvvxv ++−=  
 1,31,21,1
'
1,3 34)( vvvxv −+=         (4.37) 
Penyelesaian dari persamaan (4.37) diperoleh:  
 
( ) 2
0
1,31,21,12,1 323)( xdxvvvxv
x
−=−+= ∫  
 
( ) 2
0
1,31,21,12,2 2)( xdxvvvxv
x
=++−= ∫  
 
( ) 2
0
1,31,21,12,3 1634)( xdxvvvxv
x
−=−+= ∫                  (4.38) 
Untuk orde 3, 03 ≠p , 054 === nppp L  
→3p  2,32,22,1
'
3,1 23)( vvvxv −+=  
 2,32,22,1
'
3,2 2)( vvvxv ++−=  
 2,32,22,1
'
3,3 34)( vvvxv −+=         (4.39) 
Penyelesaian dari persamaan (4.39) diperoleh:  
 
( ) 3
0
2,32,22,13,1 3
423)( xdxvvvxv
x
=−+= ∫  
 
( )∫ −=++−=
x
xdxvvvxv
0
3
2,32,22,13,2 3
12)(  
 
( ) 3
0
2,32,22,13,3 3
734)( xdxvvvxv
x
=−+= ∫       (4.40) 
Untuk orde 4, 04 ≠p , 065 ==== nppp L  
→4p  3,33,23,1
'
4,1 23)( vvvxv −+=  
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 3,33,23,1
'
4,2 2)( vvvxv ++−=  
 3,33,23,1
'
4,3 34)( vvvxv −+=         (4.40) 
Penyelesaian dari persamaan (4.40) diperoleh:  
 
( ) 4
0
3,33,23,14,1 4
123)( xdxvvvxv
x
−=−+= ∫  
 
( ) 4
0
3,33,23,14,2 12
12)( xdxvvvxv
x
=++−= ∫  
 
( ) 4
0
3,33,23,14,3 2
134)( xdxvvvxv
x
−=−+= ∫       (4.41) 
Untuk orde 5, 05 ≠p , 02 ==== nppp L  
→5p  4,34,24,1
'
5,1 23)( vvvxv −+=  
 4,34,24,1
'
5,2 2)( vvvxv ++−=  
 4,34,24,1
'
5,3 34)( vvvxv −+=         (4.42) 
Penyelesaian dari persamaan (4.42) diperoleh:  
 
( ) 5
0
4,34,24,15,1 15
123)( xdxvvvxv
x
=−+= ∫  
 
( ) 5
0
4,34,24,15,2 60
12)( xdxvvvxv
x
−=++−= ∫  
 
( ) 5
0
4,34,24,15,3 60
734)( xdxvvvxv
x
=−+= ∫                  (4.43) 
  M  
 
 Penyelesaian persamaan (4.34) – (4.43) diperoleh dengan cara 
menjumlahkan suku ),(,),(),(
,11,10,1 xvxvxv mL   mvxvxv ,21,20,2 ,),(),( L  dan  
mvxvxv ,31,30,3 ,),(),( L  ditulis sebagai berikut: 
 L++++++= )()()()()()()( 5,14,13,12,11,10,11 xvxvxvxvxvxvxy  
  L−+−+−+−+−= 765432
630
1
120
1
15
1
4
1
3
4386 xxxxxxx  
L++++++= )()()()()()()( 5,24,23,22,21,20,22 xvxvxvxvxvxvxy  
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 L+−+−+−+−= 765432
2520
1
360
1
60
1
12
1
3
122 xxxxxxx  
L++++++= )()()()()()()( 5,34,33,32,31,30,33 xvxvxvxvxvxvxy   
  L−+−+−+−+−= 765432
360
1
60
1
60
7
2
1
3
761412 xxxxxxx  
 
 Akurasi penyelesaian dari persamaan (4.31) bergantung kepada banyaknya 
suku yang dijumlahkan. 
Gambar 4.7 di bawah ini menunjukan bahwa akurasi penyelesaian )(1 xy  
yang diperoleh dengan menggunakan metode pertubasi homotopi untuk beberapa 
suku terhadap penyelesaian eksak persamaan diferensial aljabar linear. 
       
Gambar 4.7. Hampiran penyelesaian persamaan diferensial aljabar linear 
)(1 xy   dengan 6)0(1 −=y  untuk beberapa jumlah suku. 
 
Berdasarkan Gambar  4.7 di atas, dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk 
oleh hampiran 10 suku  lebih mendekati solusi eksak dibandingkan kurva-kurva 
lainnya, dengan 8,,1L=x . Hal ini menunjukan bahwa suku lebih banyak akan 
mendekati kurva penyelesaian eksak.  
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Tabel 4.4 Perbandingan  error nε  dengan 
solusi eksak untuk )(1 xy  
3=x  )(1 xy  
Eksak 19,73702744 
1ε  10,73702744 
5ε  3,21297256 
10ε  0,03064352 
15ε  0,00000972 
20ε  
8101 −×  
  
Berdasarkan Tabel 4.4 di atas, tabel perbandingan  error  dengan solusi 
eksak di 3=x  dapat dilihat bahwa 20ε  lebih memperkecil error dari )(1 xy . 
Semakin besar suku maka error akan semakin kecil. Sedangkan untuk 
memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi eksak, 
dilihat pada Gambar 4.8.  
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Gambar 4.8. Kecepatan metode pertubasi homotopi menghampiri 
persamaan diferensial aljabar linear )(1 xy   dengan 
6)0(1 −=y  di 3=x  untuk beberapa jumlah suku. 
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Sedangkan untuk menunjukan bahwa akurasi penyelesaian )(2 xy  yang 
diperoleh dengan menggunakan metode pertubasi homotopi untuk beberapa suku 
terhadap penyelesaian eksak persamaan diferensial aljabar linear dapat dilihat 
pada Gambar  4.9. 
      
Gambar 4.9 Hampiran penyelesaian persamaan diferensial aljabar linear 
)(2 xy   dengan 2)0(2 =y  untuk beberapa jumlah suku. 
 
Berdasarkan Gambar  4.9 di atas, dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk 
oleh hampiran 10 suku  lebih mendekati solusi eksak dibandingkan kurva-kurva 
lainnya, dengan 3,,1L=x . Hal ini menunjukan bahwa suku lebih banyak akan 
mendekati kurva penyelesaian eksak. 
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Tabel 4.5 Perbandingan  error nε  dengan  
solusi eksak untuk )(2 xy  
3=x  )(2 xy  
Eksak 4,509712514 
1ε  4,099574137 
5ε  1,399574137 
10ε  0,00707764896 
15ε  0,00000349312 
20ε  
10104,3 −×  
 
Berdasarkan Tabel 4.5 di atas, tabel perbandingan  error  dengan solusi 
eksak di 3=x  dapat dilihat bahwa 20ε  lebih memperkecil error dari )(2 xy . 
Semakin besar suku maka error akan semakin kecil. Sedangkan untuk 
memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi eksak, 
dilihat pada Gambar 4.10.             
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Gambar 4.10. Kecepatan metode pertubasi homotopi menghampiri  
persamaan diferensial aljabar linear )(2 xy   dengan 
2)0(2 =y   di 3=x  untuk beberapa jumlah suku. 
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Sedangkan untuk menunjukan bahwa akurasi penyelesaian )(3 xy  yang 
diperoleh dengan menggunakan metode pertubasi homotopi untuk beberapa suku 
terhadap penyelesaian eksak persamaan diferensial aljabar linear, dapat dilihat 
pada Gambar 4.11. 
 
Gambar 4.11. Hampiran penyelesaian persamaan diferensial aljabar linear 
)(3 xy  dengan 12)0(3 −=y  untuk beberapa jumlah suku. 
 
Berdasarkan Gambar  4.10 di atas, dapat dilihat bahwa kurva yang 
dibentuk oleh hampiran 10 suku  lebih mendekati solusi eksak dibandingkan 
kurva-kurva lainnya dengan 8,,1L=x . Hal ini menunjukan bahwa suku lebih 
banyak akan mendekati kurva penyelesaian eksak. Hal ini menunjukan bahwa 
suku lebih banyak akan mendekati kurva penyelesaian eksak.  
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Tabel 4.6 Perbandingan  error nε  dengan  
solusi eksak untuk )(3 xy  
3=x  )(3 xy  
Eksak 19,43830503 
1ε  10,56169497 
5ε  7,41169497 
10ε  0,05187646 
15ε  0,00000448 
20ε  
8102 −×  
 
Berdasarkan Tabel 4.6 di atas, tabel perbandingan  error  dengan solusi 
eksak di 3=x  dapat dilihat bahwa 20ε  lebih memperkecil error dari )(3 xy . 
Semakin besar suku maka error akan semakin kecil. Sedangkan untuk 
memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi eksak, 
dilihat pada Gambar  4.12. 
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Gambar 4.12. Kecepatan metode pertubasi homotopi menghampiri    
persamaan diferensial aljabar linear )(3 xy   dengan 
2)0(3 =y   di 3=x  untuk beberapa jumlah suku. 
  
BAB V 
PENUTUP 
 
5.1 Kesimpulan 
 Berdasarkan hasil pembahasan dari Tugas Akhir ini dapat diambil  
kesimpulan sebagai berikut  
a. Metode pertubasi homotopi dapat menyelesaikan persamaan diferensial 
aljabar nonlinier dan linear 0),,( ' =yyxf , berdasarkan masalah nilai awal  
11 )0( cy = , 22 )0( cy =  dan nn cy =)0( . 
b. Dengan menggunakan metode pertubasi homotopi hasil yang diperoleh 
semakin mendekati eksak, dapat dilihat pada Gambar 4.1, Gambar 4.3 dan 
Gambar 4.5 pada contoh soal 4.1 dan Gambar 4.7, Gambar 4.9 dan 
Gambar 4.11 untuk contoh soal 4.2.  
c. Hasilnya akan cukup akurat dan efektif atau dapat memperkecil error jika 
jumlah suku-suku L),(),(),( 2,11,10,1 xvxvxv , L),(),()( 2,21,20,2 xvxxv , dan  
,),(),(),( 2,1,0, Lxvxvxv nnn  yang digunakan semakin banyak, yang dapat 
dilihat pada Gambar 4.2, Gambar 4.4 dan Gambar 4.6 untuk contoh soal  
4.1 dan Gambar 4.8, Gambar 4.10 dan Gambar 4.12 untuk contoh soal 4.2 
dan dapat dilihat pada Tabel 4.1, Tabel 4.2 dan Tabel 4.3 untuk contoh 
soal  4.1 dan  Tabel 4.4, Tabel 4.5 dan Tabel 4.6 untuk contoh soal 4.2. 
 
5.2 Saran 
Tugas Akhir ini membahas tentang penyelesaian persamaan differensial 
aljabar nonlinier dan linear  0),,( ' =yyxf , berdasarkan masalah nilai awal 
nonliniernya 11 )0( cy =  22 )0( cy =  dan nn cy =)0( . Metode pertubasi homotopi 
selain digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial nonlinear, metode 
ini juga dapat digunakan untuk menyelsaikan persamaan diferensial linear. Bagi 
pembaca yang berminat melanjutkan Tugas Akhir ini, penulis sarankan untuk 
membahas tentang persamaan diferensial aljabar nonlinier dengan metode lain. 
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